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Отдел численных методов и турбулентности  

численное моделирование задач гидродинамических 
неустойчивостей и турбулентности. 

 

Цель исследований:   

Изучение фундаментальных аспектов физических 
явлений. 
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1. АНАЛИЗ ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ КОЛОМОГОРОВА. 

2. АНАЛИЗ КВАЗИ- ДВУМЕРНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ. 

СОДЕРЖАНИЕ 
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Течение Колмогорова - 
двумерное движение 

жидкости под 
действием 

периодической  в 
пространстве силы 

 
Андрей Николаевич Колмогоров  

Арнольд В.И., Мешалкин Л.Д. Семинар А.Н. Колмогорова по избранным вопросам анализа (1958-1959) // УМН. – 1960, том 15, № 
1, с. 247-250. 

Обухов А.М., Течение Колмогорова и его лабораторное моделирование // УМН. – 1983, том 38(4), с. 101-111. 

накачка 

накачка 

трение 

ЗАДАЧА КОЛМОГОРОВА 

Александр Михайлович Обухов 

ЗАГАДКИ АТМОСФЕРНЫХ ВИХРЕЙ 
https://youtu.be/90Usezl846g?si=D5WdttZQloftzdU7 



1. ячейка из акрила 

2.a непроводящая жидкость 

2.b проводящая жидкость 

3. система магнитов 

Орлов А. В., Бражников М. Ю., Левченко А. А., Формирование крупномасштабного когерентного вихря в двумерной турбулентности. Письма в ЖЭТФ, 
том 107, вып. 3, с. 166 – 171, 2018 

4. электроды 
5. цилиндрическая линза 
6. лазер 
7. видеокамера 

ЛАБОРАТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПО МОДЕЛИРОВАНИЮ ОБРАТНОГО КАСКАДА   

Эксперимент показывает наличие  
ламинарного, турбулентного и вихревого режимов. 



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 

ПОЛУЧИТЬ РАЗЛИЧНЫЕ РЕЖИМЫ ТЕЧЕНИЯ: 

 

ЛАМИНАРНЫЙ 

ХАОТИЧЕСКИЙ 

ВИХРЕВОЙ  
 

В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ.  
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Граничные условия: 
прилипание 

накачка трение 

Численный метод Мак- Кормака, вычислительные сетки до 20 ∗ 106 ячеек 

ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ. УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ-СТОКСА С ТРЕНИЕМ О ДНО И НАКАЧКОЙ 

Модель соответствует постановке А.Н. Колмогорова и эксперименту А.М. Обухова. 



Ламинарный 
режим, 
𝛼 =0,3; 
G=0,05  

Хаотический 
режим, 
𝛼 =0,01 ; 
G=0,05  
 

Вихревой 
 режим, 
𝛼 =0,005 ; 
G=0,05  
 

Распределение поля завихренности 

РЕЖИМЫ ТЕЧЕНИЯ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ПАРАМЕТРА ДОННОГО ТРЕНИЯ 

КОЭФФИЦИЕНТ ДОННОГО ТРЕНИЯ 

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 



𝑅𝑒 ≈ 10…104 

ФАЗОВАЯ ДИАГРАММА РЕЖИМОВ ТЕЧЕНИЯ  

В ПЛОСКОСТИ «СИЛА НАКАЧКИ- ТРЕНИЕ О ДНО» 

Doludenko A.N., Fortova, S.V., Kolokolov, I.V., 
Lebedev, V.V. Coherent vortex in a spatially 
restricted two-dimensional turbulent flow in 
absence of bottom friction // Physics of Fluids 
2021 Vol. 33 011704 

Профиль вихря.  



 Визуальный 

 Положение минимальной и 

максимальной завихренности 

 Распределение Фурье-компонент 

разложения поля скорости 

МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ ИНФОРМАЦИИ О СТРУКТУРЕ ВИХРЕВЫХ ТЕЧЕНИЙ 

Ранговое распределение 

величины завихренности 

 

Ранговое распределение 

частоты встречаемости  

величины завихренности 

 

ЗАДАЧА: ИДЕНТИФИКАЦИЯ ТИПА ТЕЧЕНИЯ ПО ПОЛЮ СКОРОСТИ 

(ОБРАБОТКА ПОЛЯ СКОРОСТИ) 



ПОЛОЖЕНИЕ ТОЧКИ С МИНИМАЛЬНОЙ ЗАВИХРЕННОСТЬЮ 

Хаотический режим  

Вихревой  режим 

dx- расстояние между минимумами завихренности в 
соседние моменты времени, 
N-итерация по времени  



 U55 – компонента Фурье-
разложения скорости, 
соответствующая масштабу 
накачки 

 U11 - компонента Фурье-
разложения скорости, 
соответствующая масштабу 
расчетной области 

АНАЛИЗ ФУРЬЕ- КОМПОНЕНТ РАЗЛОЖЕНИЯ СКОРОСТИ 

Для различных режимов течения  
за время проведения вычислительного 
эксперимента области локализации 
коэффициентов Фурье на масштабе 
ячейки и на масштабе накачки являются 
различными. 

А. О. Посудневская, С. В. Фортова, А. Н. Долуденко, И. В. Колоколов, В. В. Лебедев,  
Численное исследование переходных режимов течения Колмогорова в квадратной ячейке, ЖВМ 2024 

ПЛОСКОСТЬ ФУРЬЕ- КОМПОНЕНТ (U11,U55)  



PDF- распределение 

𝐸 𝜔 − частота встречаемости  
завихренности, 

 𝜔 −  завихренность. 

 

Стандартный подход- построение PDF- 
распределения для завихренности.  

 
 Выполнен предварительный анализ: 

 
 PDF- распределение не содержит 
существенных различий для разных 

режимов. 
 
 
 

ИСПОЛЬЗУЕМ ОБРАБОТКУ 

ИНФОРМАЦИИ, ОСНОВЫВАЯСЬ НА 

ИДЕЯХ В.П. МАСЛОВА 

 
 



ИДЕЯ ПОСТРОЕНИЯ РАНГОВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
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Идея В.П. Маслова:    рассмотреть ЧАСТОТУ ПОВТОРЯЕМОСТИ  
       в качестве наблюдаемой величины. 
 
 
В нашей задаче исследуется не величина завихренности, а СКОЛЬКО ЗНАЧЕНИЙ  
(частота встречаемости) ЗАВИХРЕННОСТИ находится в том или ином  
ИНТЕРВАЛЕ( РАНГЕ) ВЕЛИЧИН ЗАВИХРЕННОСТИ. 
 
 
 
АНАЛОГИЧНЫЙ ПОДХОД: 
 
Идея В.А. Фока: перейти от динамических переменных частицы( координата, импульс)  
к изучению по распределению энергии ( АНАЛОГ ЧАСТОТЫ ПОВТОРЯЕМОСТИ),  
для которого были введены числа заполнения( построение ПРОСТРАНСТВА ФОКА) 
 
 
 
 

Виктор Павлович Маслов 

Владимир Александрович Фок 



АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ЧАСТОТЫ ВСТРЕЧАЕМОСТИ ЗАВИХРЕННОСТИ 

1. Для подсчета частоты наблюдения той или иной величины завихренности производится поиск 
максимального (max > 0) и минимального (min > 0) значения завихренности (наблюдаемой в 
расчетной ячейке) по всем сохраненным полям в пределах выделенного интервала времени. 

 

2. Полученный интервал от min до max разбивается на интервалы меньшего размера, 
 количество которых равно количеству рангов, выбранному заранее, например,  

 Rang_max =  100. Таким образом, длина каждого интервала будет равной  

 (max - min) / Rang_max. 

 

3. Рассчитываем, сколько величин завихренности попадает в различные интервалы. 

 

4. Далее производится СОРТИРОВКА ИНТЕРВАЛОВ от минимального значения частоты 
 встречаемости завихренности к максимальному. Номер интервала в сортировке называется 
 РАНГОМ. 

 

5.    Строится зависимость частоты встречаемости завихренности от номера интервала( РАНГА). 
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M.A. Guzev, S. V. Fortova, A.N. Doludenko, A.O. Posudnevskaya, A.D. Ermakov, Maslov Rank Distributions for the Analysis of Two-
Dimensional and Quasi-Two-Dimensional Turbulent Flows // Russian Journal of Mathematical Physics 2024 

ПОСТРОЕНИЕ РАНГОВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ  

ДЛЯ ЧАСТОТЫ ВСТРЕЧАЕМОСТИ ЗАВИХРЕННОСТИ 

Отрицательная 
завихренность 

Положительная 
завихренность 

ТОЧКА ПЕРЕГИБА 

Ламинарный режим: 

 монотонность; 

 

Вихревой режим: 

 большой градиент; 

 

Турбулентный режим: 

 появление точки перегиба 



ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТОЧКИ ПЕРЕГИБА В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ДОННОГО ТРЕНИЯ 

Отрицательная 
завихренность 

Положительная 
завихренность 

ТОЧКА ПЕРЕГИБА 

В хаотическом режиме появляется ТОЧКА ПЕРЕГИБА,  
для ламинарного режима она отсутствует,  
для вихревого она находится в области высоких рангов. 

𝛼 𝛼 



ГРАФИК РАНГА ТОЧКИ ПЕРЕГИБА В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ДОННОГО ТРЕНИЯ 

Отрицательная 
завихренность 

Положительная 
завихренность 

ВИХРЕВОЙ РЕЖИМ 

ХАОТИЧЕСКИЙ РЕЖИМ 

ЛАМИНАРНЫЙ РЕЖИМ 

На графике можно выделить три области кластеризации для точек перегиба. 
Область высоких рангов занимают точки, соответствующие вихревому режиму (ранги 90-100). 
Область рангов от 10 до 90 занимают точки, соответствующие хаотическому режиму. 
Область низких рангов занимают точки, соответствующие ламинарному режиму (ранги 1-10). 



Схема экспериментальной установки: 1 – куб, 2 – двигатель, 3 – металлическая платформа, 4 – 

циркуляционный насос, 5 – лопатки, 6 – лазер для создания лазерного листа, 

7 – камера.  

ОСОБЕННОСТИ КВАЗИ- ДВУМЕРНЫХ ТЕЧЕНИЙ 
 ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА ИФТТ РАН, ЧЕРНОГОЛОВКА 
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Основной особенностью вращающейся 
турбулентности является подавление вертикальных градиентов движения жидкости, в результате чего образуются  

КВАЗИДВУМЕРНЫЕ СТОЛБОВЫЕ ВИХРИ, ВЫТЯНУТЫЕ ВДОЛЬ ОСИ ВРАЩЕНИЯ.  
При некоторых условиях могут возникать долгоживущие 

когерентные вихри 

http://www.youtube.com/watch?v=O8qyNizDLT4


Численно исследуется квази- двумерное течение несжимаемой жидкости  

в кубической ячейке при наличии силы Кориолиса.  

 

   Система уравнений Навье- Стокса: 

 

   

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑢𝛻𝑢 + 2 Ω × 𝑢 −

𝑓 

𝜌
= −

𝛻𝑝

𝜌
+ 𝜈∆𝑢

𝛻𝑢 = 0

𝑓 = 𝑓0

−sin (𝑘𝑓𝑦)

sin (𝑘𝑓𝑦)

sin 𝑘𝑓𝑦 + sin (𝑘𝑓𝑥)

𝑢|Γ = 0;               𝛻𝑝|Γ = 0

 

 
 
 

 
 

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

СИЛА КОРИОЛИСА 

плотность:                                                              𝝆 = 𝟏
кинематическая вязкость:                         𝝂 = 𝟎. 𝟎𝟏
волновой вектор накачки:                            𝒌𝒇 = 𝟒

 амплитуда силы накачки:                                       𝒇𝟎

угловая скорость:                                                         𝜴

 

𝑹𝒆 =
𝒖𝑫

𝝂
 

Число Рейнольдса 

𝑹𝒐 =
𝒖

𝑳 𝟐𝛀
 

Число Россби 

20 

ИЗМЕНЯЕМЫЕ ПАРАМЕТРЫ 



РЕЖИМЫ КВАЗИ- ДВУМЕРНЫХ ВИХРЕВЫХ ТЕЧЕНИЙ 

Возникновение когерентных вихрей наблюдается в квази- двумерных турбулентных течениях во 
вращающейся жидкости, когда сила Кориолиса доминирует над силами инерции.  

В этом случае формируются ГЕОСТРОФИЧЕСКИЕ ВИХРИ.  
Структура течения в этих вихрях ОДНОРОДНА ВДОЛЬ ОСИ ВРАЩЕНИЯ, а скорость течения 

направлена в плоскости, ортогональной оси вращения.  
Снижение размерности течения приводит к смене прямого каскада энергии, характерного для 

трехмерной турбулентности, на обратный.  

Хаотический режим  
течения, с большим количеством  
неоднородных по вертикали вихрей 
мелких размеров,  
𝜴=10-20; 𝒇𝟎=20. 

Режим нескольких вихрей- 
циклонов, однородных по  
вертикали ,  
𝜴=50; 𝒇𝟎=20. 

Режим одного крупного  
вихря-циклона, однородного  
по вертикали, внутри которого  
возникает антициклон, 
𝜴=50; 𝒇𝟎=30. 
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РЕЖИМ ЦИКЛОН- АНТИЦИКЛОН (f = 30, 𝜴=50 ) 

Положительная завихренность Отрицательная завихренность 
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РАНГОВЫЙ АНАЛИЗ ЧАСТОТЫ ВСТРЕЧАЕМОСТИ ЗАВИХРЕННОСТИ 
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Отрицательная 
завихренность 

Положительная 
завихренность 

Проведенный анализ 
позволяет  

сопоставить различным  
режимам течения  

характеристические ранговые  
распределения. 

 
Существенно различается  

амплитуда частоты  
встречаемости завихренности. 



• Предложены 
различные подходы к 
анализу двумерных и 
квази-двумерных 
вихревых течений 

• Метод рангового 
распределения 
является 
перспективным для 
дальнейших 
исследований вихревых 
течений 
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